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Группы Ли

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Группа Ли есть гладкое многообразие, снабженное
групповой структурой, таким образом, что групповые операции x, y −→ xy

и x−→ x−1 суть гладкие отображения.

ЗАМЕЧАНИЕ: Непрерывная группа есть топологическое многообра-
зие, снабженное групповой структурой таким образом, что групповые
операции x, y −→ xy и x−→ x−1 непрерывны. Непрерывные группы допус-
кают гладкую структуру (5-я проблема Гильберта, решенная Глизоном,
Монтгомери, Зиппиным и Ямабе, 1952-1953; очень трудная).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Левая мера Хаара есть гладкая мера на группе Ли,
инвариантная относительно левых сдвигов Lx(g) = xg.

ЗАМЕЧАНИЕ: Правые сдвиги коммутируют с левыми, соответ-
ственно, переводят меру Хаара в меру Хаара (возможно, другую).
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Унимодулярные группы

ТЕОРЕМА: Мера Хаара существует, и единственна с точностью
до постоянного множителя.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Гладкие меры суть формы объема на касатель-
ном расслоении. Если задана форма объема ν на TeG, то форма объема
νx на TxG получается из формулы νx = L∗

x−1ν. Это дает существование
левоинвариантной меры. Единственность следует из того, что выбор ν

однозначен с точностью до константы: ν ∈ ΛdimGTeG = R.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Группа Ли называется унимодулярной, если ее ле-
вая мера Хаара µ инвариантна относительно правых сдвигов.

ЗАМЕЧАНИЕ: Пусть µ есть левая мера Хаара. Отображение x
χ−→ R∗xµ

µ

задает гомоморфизм из G в мультипликативную группу R>0. В частности,
любая группа G такая, что G = [G,G] унимодулярна.

ПРИМЕР: Группа аффинных преобразований R2 не унимодулярна
(докажите это)!
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Решетки в группах Ли

УПРАЖНЕНИЕ: Пусть G – группа Ли, Γ ⊂ G – дискретная подгруппа, а
Γ\G – фактор по левому действию Γ. Докажите, что Γ\G есть гладкое,
хаусдорфово многообразие.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: В этих условиях, возьмем левую меру Хаара µ на
G. Поскольку отображение π : G−→ Γ\G – накрытие, у каждой точки
есть окрестность U , диффеоморфная шару, такая, что π−1(U) = Γ · U
есть объединение |Γ| шаров, диффеоморфных U . Определим меру Ха-
ара µΓ на Γ\G формулой µΓ(U) = µ(U1), где U1 есть любой из связных
прообразов U , при условии, что U1 диффеоморфен U .

ЗАМЕЧАНИЕ: Это то же самое, что определить µΓ дифференци-
альной формой η такой, что π∗η есть форма объема меры Хаара.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Пусть Γ ⊂ G – дискретная подгруппа группы G. Она
называется решеткой, если µΓ(Γ\G) <∞, то есть фактор G по Γ имеет
конечную меру Хаара.
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Фундаментальная область

ЗАМЕЧАНИЕ: Γ ⊂ G является решеткой ⇔ фундаментальная об-
ласть ее действия на G имеет конечный объем.

Фундаментальная область группы SL(2,Z) действующей на верхней
полуплоскости дробно-линейными преобразованиями.

ЗАМЕЧАНИЕ: Из этой картинки следует, что SL(2,Z) есть решет-
ка в SL(2,R). Действительно, фундаментальная область Ω действия
Γ := SL(2,Z) в плоскости Лобачевского H2 = SL(2,R)/S1, нарисованная
на картинке, имеет конечный объем. Из этого следует, что фундамен-
тальная область Γ на SL(2,R) (расслоенная над Ω со слоем S1) тоже
имеет конечный объем.
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Теорема Бореля и Хариш-Чандры

УТВЕРЖДЕНИЕ: Пусть G – группа Ли, содержащая решетку. Тогда
G унимодулярна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: x ∈ G действует справа на Γ\G и умножа-
ет меру Хаара на константу χ(x). С другой стороны, (RxµΓ)(Γ\G) =

χ(x)µΓ(Γ\G). Поскольку объем многообразия инвариантен относительно
диффеоморфизмов, χ(x) = 1.

ТЕОРЕМА: (Борель и Хариш-Чандра)
Пусть G ⊂ GL(n,R) группа Ли, заданная набором полиномиальных урав-
нений с рациональными коэффициентами. Предположим, что не суще-
ствует нетривиальных гомоморфизмов из G в GL(1,R), определенных
полиномами с рациональными коэффициентами. Тогда группа GZ =

G ∩ SL(n,Z) является решеткой в G.

ЗАМЕЧАНИЕ: Я не буду доказывать теорему Бореля и Хариш-Чандры,
но все ее применения, полученные в этих лекциях, вытекают из одного
частного случая SL(2,Z) ⊂ SL(2,R), и конечность объема в этом случае
можно проверить непосредственно.
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Арифметические решетки и теорема Маргулиса об арифметизации

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Пусть G ⊂ GL(n) – подгруппа, заданная системой
полиномиальных уравнений над k = R или k = C. Тогда G называется
алгебраической группой. Дискретные подгруппы Γ,Γ′ ⊂ G называются
соизмеримыми, если Γ ∩ Γ′ имеет конечный индекс в Γ и в Γ′. Ариф-
метическая решетка в алгебраической группе G есть решетка, которая
соизмерима с G ∩GL(n,Z).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Пусть G – полупростая группа Ли. Ee подгруппа
Картана есть максимальная абелева подгруппа H, нормализатор кото-
рой имеет размерность dimH. Ее вещественный ранг есть размерность
фактора H по максимальному компактному подтору.

ТЕОРЕМА: (теорема Маргулиса об арифметизации)
Пусть Γ ⊂ G – решетка в простой алгебраической группе Ли G, с веще-
ственным рангом > 2. Тогда Γ сопряжена арифметической решетке.
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Гиперболическое пространство

УПРАЖНЕНИЕ: Пусть p, q > 0. Докажите, что SO(p, q) имеет ровно
две компоненты связности.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Связная компонента SO(p, q) обозначается SO+(p, q).

ПРИМЕР: Группа SO+(1, n) имеет ранг 1. Группа SU(1, n) имеет ранг 2.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Гиперболическое пространство, или же простран-
ство постоянной отрицательной кривизны Hn есть SO+(1, n)/SO(n),
снабженное SO+(1, n)-инвариантной римановой метрикой.

ЗАМЕЧАНИЕ: Пусть x ∈ G/H. Тогда G-инвариантные метрики на G/H
находятся в биективном соответствии с H-инвариантными метриками на
TxG/H. В частности, для компактного H, G-инвариантные метрики
на G/H всегда существуют.

УПРАЖНЕНИЕ: Докажите, что SO(n)-инвариантная метрика на Rn
единственна с точностью до константы.

УПРАЖНЕНИЕ: Докажите, что группа ориентированных изометрий
Hn есть SO+(1, n).
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Гиперболические многообразия

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Гиперболическое многообразие есть фактор Hn

по дискретной подгруппе Γ, действующей на Hn ориентированными изо-
метриями, и с фундаментальной областью Ω конечного объема.

ЗАМЕЧАНИЕ: Это равносильно существованию полной метрики
постоянной, отрицательной секционной кривизны и конечного объ-
ема.

ЗАМЕЧАНИЕ: Фундаментальная группа Γ гиперболического многооб-
разия Hn/Γ является решеткой в Iso(Hn) = SO+(1, n). Действительно,
фундаментальная область для Γ в SO+(1, n) расслоена над Ω со
слоем SO(n), и имеет конечный объем по теореме Фубини.
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Неарифметические решетки

ПРИМЕР: Каждое 2-мерное ориентированное многообразие рода g > 1

допускает гиперболическую метрику, которая единственна в каждом кон-
формном классе. Размерность пространства таких метрик равна 6g − 6.
Соответствующие подгруппы в SO+(1,2) = PSL(2,R) называются фук-
совыми.

УТВЕРЖДЕНИЕ: Фуксовы подгруппы, вообще говоря, не сопряжены
арифметическим.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Действительно, подгруппа в G, сопряженная
арифметическим, имеет (максимум) dimG-мерное семейство непрерыв-
ных деформаций, а фуксовы группы деформируются в 6g − 6-мерном
семействе.

ТЕОРЕМА: (Перельман: геометризация многообразий Хакена)
3-мерное, компакное многообразиеM допускает гиперболическую мет-
рику тогда и только тогда, когда π1(M) бесконечно, π2(M) = 0, и
для любого двумерного тора T2 ⊂M, соответствующее отображе-
ние фундаментальных групп π1(T2)−→ π1(M) не инъективно.
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Разложение Жордана-Шевалле

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Матрица g ∈ GL(n) называется унипотентной, если
все ее собственные значения равны 1, и полупростой, если она диаго-
нализуема.

УПРАЖНЕНИЕ: (Жорданова нормальная форма)
Докажите, что любая матрица g ∈ GL(n) допускает разложение вида
g = su, где s полупроста, u унипотентна, а su = us. Докажите, что
такое разложение единственно.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Это разложение называется разложением Жордана-
Шевалле.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Пусть G ⊂ GL(n) – алгебраическая группа. Ее эле-
мент называется полупростым, если его образ в GL(n) полупрост, и
унипотентнным, если он унипотентен.

ТЕОРЕМА: (Шевалле)
Пусть G ⊂ GL(n) – алгебраическая группа, g ∈ G, а g = su – разложение
Жордана-Шевалле. Тогда s, u лежат в G, и это разложение функто-
риально относительно гомоморфизмов алгебраических групп.
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Группы, порожденные унипотентами

ПРИМЕР: Компактная группа не содержит нетривиальных унипо-
тентов, потому что каждый элемент компактной группы полупрост.

ПРИМЕР: Группа GL(1, k) не содержит нетривиальных унипотентов, для
k = R или C. В частности, группа SO+(1,1) = GL(1,R) не содержит
унипотентов

ПРИМЕР: SL(2,R) порождена унипотентами (проверьте это).

ПРИМЕР: SO+(2,1) = PSL(2,R) порождена унипотентами в силу функ-
ториальности.

ПРИМЕР: Группы SL(n,R) и SO+(p, q), p > q > 0 порождены своими под-
группами вида SL(2,R) и SO+(2,1), поэтому порождены унипотентами.

ТЕОРЕМА: Пусть G – простая алгебраическая группа, содержащая уни-
потент. Тогда G порождена унипотентами.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Подгруппа G, порожденная унипотентами, все-
гда нормальна.

12



Теория Ратнер, лекция 1 Миша Вербицкий

Теорема Ратнер о замыкании орбит

ТЕОРЕМА: (гипотеза Рагунатана)
Пусть G – группа Ли, H ⊂ G – подгруппа, порожденная унипотентами,
а Γ ⊂ G – решетка. Рассмотрим действие H на G/Γ левыми сдвигами.
и пусть H · x – орбита H в G/Γ. Тогда существует подгруппа S в G,
содержащая H, и такая, что замыкание орбиты H · x равно S · x.
Более того, S порождена унипотентами, а группа

ΓS := StΓ(S · x) = {γ ∈ Γ | (S · x)γ = S · x} = S ∩ Γx

это решетка в S (здесь StΓ(S · x) обозначает стабилизатор орбиты S · x
в Γ при правом действии Γ на G).

Марина Ратнер (1979).
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Квадратичные формы и представимость

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Пусть V – векторное пространство, а q ∈ Sym2(V ∗) –
билинейная симметрическая форма на V . Тогда отображение v −→ q(v, v)

называется квадратичной формой на V .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Квадратичная форма q на Rn представляет число
λ, если q(v) = λ для какого-то v ∈ Zn.

ТЕОРЕМА: (Лагранж) Любое положительное целое число пред-
ставлено формой x2 + y2 + z2 + t2.

ТЕОРЕМА: (290-theorem; Bhargava, Hanke)
Пусть q – квадратичная форма с целыми коэффициентами, представля-
ющая числа 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30,
31, 34, 35, 37, 42, 58, 93, 110, 145, 203, 290. Тогда q представляет все
положительные целые числа.
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Гипотеза Оппенхейма

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Мы говорим, что квадратичная форма q на Rn ир-
рациональна, если q не пропорциональна форма с рациональными ко-
эффициентами.

ТЕОРЕМА: (Оппенхейм, 1929; доказана Г. Маргулисом, 1987)
Пусть q – иррациональная квадратичная форма на Rn, n > 2, сигнатуры
(m,n), где m,n > 0, а S – множество чисел, представленных q. Тогда S

плотно в R.

Доказательство в лекции 2.
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